Ramseyovy véty Martin Mares

Tento text je struénym shrnutim téch tvrzeni Ramseyovy teorie, ktera zaznéla
na mé letosni prednasce z Kombinatoriky a grafu I. Predpokladd, Ze ¢tenar se jiz
seznamil se zdkladni Ramseyovou vétou, tieba v Kapitolach z diskrétni matematiky,
a doplnuje nékolik silnéjsich ramseyovskych tvrzeni.

Pouzivané notace také vychézi z Kapitol, navic pouzivame pouziviame symbol
[n] pro mnozinu {1,2,...,n}.

Grafova Ramseyova véta

Sejde-1i se 6 lidi na veéirku, uréité se néjaci 3 z nich navzijem znaji, nebo
naopak existuje trojice lidi, z nichz zadni dva se neznaji. To neni ndhoda, nybrz
specidlni pripad néasledujici véty:

Véta: (Ramseyova pro grafy) Pro kazdé k,{ existuje N takové, Ze kterykoliv graf
na alespori N vrcholech obsahuje kliku (tiplny podgraf) velikosti k& nebo nezavislou
mnozinu velikosti £.

Diikaz: Viz Kapitoly. Q@
Definice: Nejmensimu takovému N pro dané k a ¢ se iitkd Ramseyovo cislo a znaci
se R(k,?).

Znamo je jen nékolik presnych hodnot Ramseyovych cisel:
12 8 4 5 6

7 1 1 1 1 1 1
2 1 2 3 4 5 6
3 1 3 6 9 14 18
/ 1 4 9 18 25
5 1 5 14 25

6 1 6 18

Piipady k& < 2 a ¢ < 2 jsou trividlni, R(3,3) = 6 odpovidéa ptikladu s veéirkem,
R(3,4) = R(4,3) = 9 se d4 jesté ziskat ru¢nim rozborem piipadii. VSechny ostatni
hodnoty byly ziskdny zdlouhavymi vypocty na pocita¢ich. A napiiklad o R(5,5) se
dosud vi jen to, Ze lezi v intervalu [43,49].

Z dikazu Ramseyovy véty v Kapitolach plyne rekurence R(k,¢) < R(k—1,0)+
R(k,¢ —1), z niz dostavame

R(k,0) < (k ;: ¢ I 2) < okHi=2,

To ve srovnani s nasi tabulkou skute¢nych hodnot Ramseyovych ¢isel vypada jako
velmi nadsazeny odhad. Muzeme ovSsem dokézat, Ze ,diagonalni“ Ramseyova ¢isla
R(k, k) rostou exponencilné:

Véta: R(k, k) > 2F/2.

Diikaz: Pravdépodobnostni metodou. Viz Kapitoly. Q
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Vicebarevna Ramseyova véta

Grafovou Ramseyovu vétu si muzeme vylozit také tak, ze obarvime-li hrany
dost velkého tplného grafu dvéma barvami, pak v grafu vzdy najdeme jednobarevny
uplny podgraf zadané velikosti. Obdobné tvrzeni plati i pro vice barev:

Véta: (Ramseyova vicebarevnd) Pro kazdé t a k existuje N takové, Ze pro kazdou
funkci c : ([75]) — [t], n > N existuje mnozina A € ([Z]), pro niz je funkce ¢ na (‘3)
konstantni.

Co to znamena?

t udava, kolik barev pouzivame

k predepisuje, jak velkou kliku si prejeme najit

N 1iké, jak velky graf je uz ,dost velky*

® 1, je pocet vrcholu grafu, ktery se chystame obarvit
e [n] ={1,...,n} oéislujeme vrcholy tohoto grafu

® ¢ je obarveni hran grafu ¢ barvami

e A je k-tice vrcholi, kterd indukuje jednobarevnou kliku

Mimochodem, tato véta je velmi podobné principu holubniku, fe¢enému téz Dirichle-
tiv. V ném ovSem nebarvime hrany, nybrz vrcholy samotné:

Véta: (princip holubniku) Pro kazdé t a k existuje N takové, ze pro kazdou funkci
c:[n] = [t], n > N existuje mnozina A € (1)), na niz je funkce ¢ konstantni.
Diikaz: Staéi zvolit N =t(k—1) 4+ 1. Q
Vétu bude snazsi dokdzat nejprve pro nekoneéné grafy. (Nam budou stacit spocet-
né nekonecné, tedy ty, jejichz vrcholy jdou oéislovat pfirozenymi Cisly.) Zaéneme
odpovidajicim principem holubniku.

Véta: (nekonecény princip holubniku) Pro kazdé t a kazdou funkci ¢ : N — [¢] existuje
nekone¢nd mnozina A C IN, na niz je funkce ¢ konstantni.

Diikaz: Rozdélme mnozinu prirozenych ¢isel na ekvivalenéni tiidy By, ..., B; podle
barev prvki. Jelikoz sjednocenim vSech B; je nekone¢na mnozina, musi byt alespon
jedna z B; také nekonecna. Q

N

Véta: (nekonecnd Ramseyova) Pro kazdé t a kazdou funkci c @ (5

) — [t] existuje
nekone¢na mnozina A C N, pro niz je funkce ¢ na (‘;) konstantni.

Diikaz: Sestrojime posloupnost nekonec¢nych mnozin A;, As, ... Polozime A; = N a
budeme opakovat nasledujici krok proi=1,2,...:

Zvolime v; € A; libovolné.(! Rozdélime vrcholy v mnoziné A=A\ {v;} do
ekvivalen¢nich t¥fd B}, ..., B! podle toho, jakou barvu ma hrana, ktera je spojuje
s v;. Jelikoz mnoZina A), je nekone¢nd, musi byt alespon jedna tfida také nekonecéna.
Necht je to B]. Polozme b; = j a A;11 = B] a pokra¢ujme dalsim krokem.

(1) Kdybyste se rozpakovali jen tak vybirat z nekoneéné mnoziny libovolny prvek,
muzete vybrat napfiklad nejmensi prvek mnoziny. Jelikoz zachazime jen s pfiroze-
nymi ¢isly, vzdy existuje.
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Nyni si vSimneme, Ze posloupnost vybranych vrcholt vy, vo, . .. ma tu zajimavou
vlastnost, ze kdykoliv ¢ < j, hrana {v;,v;} ma barvu b;. Jeji barva tedy zalezi jen
na v;, nikoliv na v;.

V nekonec¢né posloupnosti vybranych barev by, b, ... je ovSem pouze konecné
mnoho hodnot, takze néktera z nich se musi nekonecnékrat opakovat. Oznac¢me tuto
barvu b a jeji vyskyty b;,,bi,, ... Z pozorovani v minulém odstavci plyne, ze vSechny
hrany mezi vrcholy v;, , v, . . . musi mit barvu b. Tyto vrcholy tedy indukuji hledanou
nekonecnou jednobarevnou kliku. @

Nyni tuto ivahu upravime, abychom dokéazali i kone¢nou verzi véty:

Dikaz: (koneéné verze) Postupujme v pfedchozim ditkazu od konce. Potfebujeme
zajistit, aby vybrana podposloupnost obsahovala k vrcholi. Z principu holubniku vi-
me, ze k tomu staci zarucit, aby posloupnost, ze které vybirame, obsahovala alespon
tk prvkd (nebot v ni je nejvyse t riznych hodnot).

Nyni upravme konstrukci mnozin A;, As, .. .. Stejné jako predtim vzdy z mno-
ziny A; vybereme vrchol v; a zbyvajici vrcholy rozdélime na ekvivalenéni tiidy.
Za A; 41 pak zvolime nejvétsi z t¥id. Proto plati |4;41] > (JA;| — 1)/t.

Potrebujeme zaridit, aby konstrukce bézela alespon tk krokid, ¢ili aby bylo
|Asx| > 1. To nastane, pokud |[Ag_1| > t+ 1, |[Agp_o| > 2+t +1, ..., |A] >
Yitgth = (1) /(¢ - 1).

Staci tedy zvolit N = t***1. Tim zaruéime, Ze konstrukce pokazdé vytvoii
dostatec¢né dlouhou posloupnost, abychom z ni dostali jednobarevnou kliku na k vr-
cholech. @

Ramseyova véta pro p-tice

Princip holubniku popisuje situaci pfi barveni jednotlivych prvkd, Ramseyova
véta Fik4, co se stane, kdyz misto toho barvime dvojice prvki (hrany tplného grafu).
Jejich tvrzeni lze zobecnit na barveni obecnych p-tic prvki:

Véta: (Ramseyova pro p-tice) Pro kazdé p, t a k existuje N takové, ze pro kazdou
funkci ¢ : ([Z]) — [t], n > N existuje mnozina A € ([Z]), pro niz je funkce ¢ na (‘;‘)
konstantni.

Dokéazeme opét nejprve nekonecnou verzi:

Véta: (nekonecnd Ramseyova pro p-tice) Pro kazdé p a t a kazdou funkci ¢ : (H;) — [t]
existuje nekoneéna mnozina A C N, pro niz je funkce ¢ na (‘2) konstantni.

Diikaz: Budeme postupovat indukci podle p. Pro p < 2 jsme vétu jiz dokézali.
Indukéni krok bude obdobny diikazu nekonecné Ramseyovy véty pro dvojice, jen
v ném misto principu holubniku bude figurovat Ramseyova véta pro (p — 1)-tice.

Opét budeme konstruovat mnoziny Ai, Ao, ...: mame-li jiz sestrojenu mnozi-
nu A;, vybereme vrchol v; € A;, ale tentokrat budeme vrcholy v A, = A; \ {v;}
rozdélovat do ekvivalencnich t¥id jinym zptsobem.

Zvolime funkci ¢}, kterd bude barvit (p — 1)-tice z mnoziny A}, a to tak, Ze
(p — 1)-tici Q pfitadi barvu ¢(Q U {v;}). Jinymi slovy rozsifi @ na p-tici pfidanim
prvku v; a zepta se piivodniho obarveni c.
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Nyni pouzijeme vétu pro (p — 1)-tice na mnozinu A} s obarvenim c}. Podle ni
existuje néjak4 nekoneénd podmnozina B; C A}, na jejichz (p—1)-ticich je obarveni ¢}
konstantni. Tuto podmnozinu zvolime za dalsi A;;; a barvu pfislusnych (p — 1)-tic
oznacime b;.

I tentokrat nechame konstrukci bézet tak dlouho, aZz vznikne nekoneénd po-
sloupnost vy, vs, ... vybranych vrcholi. Podobné jako minule plati, Ze barva p-tice
{wiy, vig, -, i, }, kde iy <idp < ... < ip, z&visi pouze na volbé vrcholu vy, .

Zbyvé z barev by, by, ... vybrat néjakou, kterd se vyskytuje nekonecnékrat,

a ziskat tak nekonecnou podposloupnost vrcholtl, na niz maji vSechny p-tice stejnou
barvu. V)

Cvi€eni: Rozmyslete si, Ze tento indukéni krok funguje i pro p = 2 a Ze se v ném
déje totéz, jako v ptivodnim diikazu véty pro dvojice.

Nyni dokézeme konecnou verzi véty. Mohli bychom sice opét upravovat ,nekonec¢ny*
diikaz, ale odhady potiebnjch velikosti mnozin by vysly ponékud ,chlupate“.(?
Misto toho rovnou dokazeme, ze z tvrzeni pro nekoneéné mnoziny plyne jeho konec¢na
verze. PouZity trik funguje i u dalSich kombinatorickych vét a ve skuteCnosti je

mnohem obecnéjsi — souvisi s principem kompaktnosti ve vyrokové logice.
Diikaz: (koneéné Ramseyovy véty pro p-tice)
Zvolme pevné p, k a t z predpokladi véty.

Uvazme néjaké obarveni ¢ mnoziny ([:]). Budeme mu fikat dobré, pokud exis-
tuje néjaka ,, jednobarevnd“ k-prvkova podmnozina, tedy takova, jejiz vsechny p-tice
maji stejnou barvu. Pokud jednobarevna podmnozina neexistuje, obarveni je spatne.

Véta tedy tvrdi, ze pro dost velké n jsou vSechna obarveni dobra. Budeme
predpokladat, ze tomu tak neni, a dostaneme se do sporu s nekonec¢nou verzi véty:
sestrojime Spatné obarveni mnoziny vSech prirozenych ¢isel.

Pro kazdé n ozna¢me S,, mnozinu vSech Spatnych obarveni mnoziny ([Z]). Po-
kud dokazované tvrzeni neplati, je nekone¢né mnoho mnozin S,, neprazdnych. Na-
hlédneme, ze dokonce musi byt neprazdné vSechny: kazdé Spatné obarveni ¢ € S,
milzeme zUZit na Spatné obarveni z(¢) € S, tim, %e ,zapomeneme* p-tice obsahu-
jici prvek n. Tim padem kdykoliv je S,, neprazdna, jsou neprazdné i vSechny S; pro
1< n.

Strukturu $patnych obarveni muZzeme popsat stromem. V jeho kofeni bude
jediné obarveni z Sy (pro n = 0 z4dné p-tice neexistuji, takze je to prazdné obarveni),
na n-té hladiné pak budou lezet vSechna obarveni z S,,. Z kazdého obarveni ¢ povede
hrana o hladinu vy$ do jeho z(Zeni z(c¢). JelikoZ v8echny S,, jsou neprazdné, strom
ma nekonecné mnoho hladin, a tim padem i nekoneéné mnoho vrchold. Na kazdé
hladiné jich ovsem lezi jen koneéné mnoho.

Nyni v tomto stromu sestrojime nekoneénou cestu cg, cy, ... (vidy ¢, € Sy).

Budeme ji vytvafet postupné a stale dodrzovat invariant, ze z aktualniho vrcholu se
Ize dostat cestou do nekone¢né mnoha vrcholi na nizsich hladinach. Za ¢y zvolime

{2) Pfesto to mitZete zkusit a ziskat konkrétni odhad pro p-ticovd Ramseyova ¢isla.
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kofen stromu (z né&j jsou dosazitelné vechny vrcholy). Zndme-li uz ¢, 1, podivime
se na jeho syny. VSechny vrcholy dosazitelné z c,_1 jsou dosazitelné i z nékterého
z jeho synu, takze musi existovat syn, z néjz je dosazitelnych nekonecné mmnoho
vrchold. Prohlasme ho za ¢, a pokrac¢ujme v konstrukci.

Nalezena cesta ndm dava navod, jak sestrojit Spatné obarveni p-tic vSech pri-
rozenych ¢isel. Mame-li p-tici Q@ = {z1,...,2,}, najdeme jeji nejvétsi prvek ¢ a
p-tici obarvime podle ¢, (nebo podle libovolného pozdéjsiho obarveni, nebot ta jsou
rozsifenimi ¢;). Pro¢ je toto obarveni $patné? Kdyby v ném existovala né&jaka jed-

nobarevnd podmnozina {xi,...,zx}, kde z1 < ... < xp, pak by tato podmnoZina
byla jednobarevna i v obarveni c;,, coz ovSem neni mozné, protoze kazdé takové
obarveni je Spatné. v
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