Kombinatorické drobnosti Martin Mares

Tento textik shrnuje nékolik vét a jejich dikazi, které zaznély na mych pied-
naskach z Kombinatoriky a grafii I a neni snadné je najit v ¢eské literature.

Hallova véta

Zde je elementéarni dikaz Hallovy véty (bez pouziti teorie tokil). Je to trochu
podrobnéjsi verze jednoho z dikazti uvedenych v Diestlové knize Graph Theory.
Definice: Mnozinovy systém je dvojice (X,S), kde X je mnozina (k4 se ji nosnd
mnoZina systému) a S je systém jejich podmnozin, tedy S C 2%. Systémem rizngjch
reprezentanty (SRR) daného mnozinového systému nazveme prostou funkei f : S —
X takovou, ze VA € S: f(A) € A.

Poznamky:

¢ SRR tedy z kazdé mnoziny vybere jeden prvek (reprezentanta mnoziny)
tak, aby rizné mnoziny dostaly rtzné reprezentanty.

e Casto se nam bude hodit, aby mnoZinovy systém mohl obsahovat jednu
mnozinu vicekrat. Formalné bychom to mohli zafidit tfeba tak, ze S ne-
bude mnozina, nybrz posloupnost, ale tim se zna¢né zkomplikuje zapis.
Misto toho budeme o S uvazovat jako o multimnoziné — v ni méa kazdy pr-
vek urcenu svou cetnost, coz je néjaké prirozené ¢islo. Teorii multimnozin
nebudeme zavadét formalné, ale rozmyslete si, ze nasledujici dikaz bude
fungovat i s Cetnostmi prvki.

® Pii zkoumani SRR nehraji zddnou roli ty prvky nosné mnoziny, které se
nevyskytuji v zadné mnoziné systému. Miizeme je tedy vynechat a v sys-
tému (X, S) polozit X rovno |8, ¢ili sjednoceni vSech mnoZin systému.
(Formélné: | JS ={z|3A € S:z e A}.)

Véta: (Hallova) MnoZinovy systém S ma SRR pravé tehdy, kdyz pro kazdy jeho
podsystém T C S plati, ze |[JT| > |T]-
Diikaz: Prava strana ekvivalence (té se ¥1k4 Hallova podminka) ¥ik4 velice pfirozenou
véc: Pokud si ze systému vybereme néjakych k£ mnozin, musi mit dohromady ale-
sponi k prvkid. V opa¢ném piipadé jisté nemize SRR existovat. To dokazuje implikaci
zleva doprava (respektive jeji obménu: neplati podminka = SRR neexistuje).
Druhou implikaci budeme dokazovat indukci podle poc¢tu mnozin v systému.
Pokud |S| < 1, SRR evidentné existuje (pro 1 mnozinu Hallova podminka iiké, ze
tato mnozina neni prazdnad).

V indukénim kroku hledame SRR pro néjaky systém alesponi dvou mnozin
za predpokladu, Ze pro vSechny mensi systémy (s mensim poctem mnoZin) uz véta
plati. RozliSme dva ptipady:

a) Necht pro vSechny vlastni podsystémy (§ # 7 C S) plati Hallova podminka
ostie, tedy || JT| > |T| + 1. Tehdy si vybereme libovolnou mnozinu A € § a zvolime
libovolny jeji prvek a € A za jejiho reprezentanta. Reprezentanty ostatnich mnozin
pak nalezneme pomoci indukce na systému &' = {B\ {a} | B€ SAB # A}. (Co to
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znamena? Odebrali jsme mnozinu A a z ostatnich mnozin jsme smazali jiz pouzity
prvek a.) Novy systém je o jednu mnozinu mensi, takze staéi ovéfit, Ze pro néj stile
plati Hallova podminka.

Libovolny podsystém 7’ C S’ mlZzeme zapsat jako {By \ {a},...,Bx \ {a}},
kde B; jsou mnoziny z puvodniho systému S. Proto |B; U...U Bg| > k + 1 (Hallo-
va podminka pro ptivodni systém, navic s ostrou nerovnosti),(!) a tedy |JT’| =
[(Bi\ {a})U...U(Br\{a})|=|(B1U...UBp)\ {a}| > k.

b) Predchozi piipad nenastane, ¢ili existuje n&jaky podsystém T (0 # T € S),
ktery ma stejné prvki jako mnozin, tedy ||J7| = |T|. Tehdy na tento podsystém
posleme indukci (Hallova podminka evidentné plati a pofet mnozin jsme zmensili).
Reprezentanty zbyvajicich mnozin pak nalezneme jesté jednim pouzitim indukce,
tentokrat na systém U = {A\UT | A € S\ T}. (Jinymi slovy, odstranili jsme
mnoziny z 7 a pak jsme z kazdé zbyvajici mnoziny smazali prvky, které jsou uz
zabrané mnoZinami z 7.) Staci ovéfit, ze pro U také plati Hallova podminka:

Mg&jme podsystém U’ C U. Stejné jako v minulém piipadé i zde ho muZeme
zapsat jako U’ = {A1 \UT,..., Ax \UT}, kde vSechna A; lezi v &\ T. Pocitejme
jeho prvky, vyuzivajice k tomu, Ze pro jakékoliv mnoziny P, @ plati, ze |P\ Q| = |PU
Q|—1Q|. Tak tedy: |JU'| = |(A1U...UA)\UT|=|A1U...UA UUTI-IUTI
Cést pred ‘—’ je pritom sjednoceni n&jakych k + |7| mnozin ze systému S, pro ktery
plati Hallova podminka, takZe tyto mnoziny musi mit dohromady alespon k + |T|
prvki. Samotny podsystém 7 mé ovSem presné |T| prvki, takze v celém U’ lezi
alespon k + |T| — |T| = k prvki.

Tim je dikaz ukoncen. v

Napovéda: Zkuste sledovat chod indukce pro néjaky trividlni mnoZinovy systém —
zajimavé se naptiklad chova pfipad samych jednoprvkovych mnozin nebo naopak
jsou-li vSechny mnoziny stejné.

Také si vS§imnéte, ze dikaz by fungoval i tehdy, kdybychom za zakladni pfipad
povaZovali prazdny systém. Co by se stalo pro |S| = 1? Tehdy by neexistoval zad-
ny vlastni podsystém, takZze podminka ¢asti a) by byla trividlné splnéna a zvolili
bychom reprezentanta této jediné mnoziny libovolné. Nésledné bychom spustili in-
dukci na prazdny systém a ta by se ihned zastavila. Aby byl dikaz srozumitelnéjsi,
zvolili jsme ovSem i tento pripad za zakladni.

Birkhoffova véta

Nasledujici priklad dokumentuje, ze se Hallova véta ¢asto hodi k dokazovani
tvrzeni, kterd na prvni pohled nemaji s kombinatorikou viibec nic spoleé¢ného.

Definice: O matici B € R™*" fekneme, Ze je bistochastickd, pokud jsou jeji prvky
nezaporné a soucet prvka v kazdém fadku i v kazdém sloupce je roven 1. Specidlnim

(1) Zde takiikajic kra¢ime po naledi. Ostrou nerovnost mame pieci zaruéenu jen

pro vlastni podsystémy. Nemohlo by se stat, ze By, ..., By budou vSechny mnoziny
z 8?7 Nastésti ne, protoze jsme A vyfadili. Led je tedy fadné posypany :)
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pfipadem bistochastickych matic jsou matice permutacni — ty obsahuji v kazdém
tfadku a kazdém sloupci pravé jednu jednicku; vsude jinde jsou nulové.

Pozorovani: Kazda bistochastickd matice je ¢tvercova (¢ili m = n). Pocitejme dvéma
zpusoby soucet vsech prvkl matice:

m n m
E Bi,j = E E Bi,j = E 1= m,
i, i=1 \j=1 i=1
n m n
j=1 \i=1 j=1
Definice: Konvexni kombinaci vektoru vy, ..., v nazveme kazdy vyraz typu ajv; +

...+ apvk, kde a; jsou nezdporna &isla, pro néz plati ag + ...+ ap = 1.2

Véta: (Birkhoffova) Kazda bistochastickd matice je konvexni kombinaci permutad-
nich matic.(®

Diikaz: Ozna¢me B zkoumanou bistochastickou matici velikosti n xn a d pocet jejich
nenulovych prvka.

Dtikaz povedeme pro pevné n indukci podle d. Jelikoz se na kazdém fadku
vyskytuje alesponi jedna nenula, musi byt d > n. Pokud d = n, musi byt tato nenula
v Ffadku jedina, a tedy to musi byt jednicka. Totéz jisté plati pro sloupce, takze
v tomto pfipadé mame tu cest pfimo s permutacni matici a jsme hotovi.

Necht tedy d > n a pro vSechny matice s méné nez d nenulami véta plati. Pred-
poklddejme nyni, Ze ve zkoumané matici existuji nenulové prvky By ;,,..., By j,,
pficemz vSechna j; jsou navzajem riizna. Mutzeme si to predstavit tak, Ze chceme
rozestavét n Sachovych vézi na policka matice B tak, aby se véze navzajem neo-
hrozovaly a kazda z nich stdla na nékteré nenule. (Za chvili dokdZeme, Ze takové
rozestavéni vZdy existuje.) Bud nyni £ minimum z téchto nenul a P permutaé¢ni
matice, kterd ma jednic¢ky pravé na jejich pozicich (3, j;).

Jak vypadd matice B’ = B — ¢P? Jisté m4 o alesponi jednu nulu vic nez B
(na misté, kde se minimum nabyvalo), ale neni bistochastickd — soudet prvki v kaz-
dém Fadku i sloupci se snizil pfesné o e. Matice B” = B’/(1—¢) jiz tedy bistochastic-
k4 bude a mizeme na ni pouzit indukéni predpoklad. Podle néj existuji permutacni
matice Py, ..., P, a konstanty aq,...,a; > 0 takové, ze

B’ = arPr+ ...+ apPy.

) Pro predstavu: jsou-li z a y n&jaké dva vektory v IR?, pak mnozina jejich kon-
vexnich kombinaci je presné tsecka zy. Pro vice bodd v roviné dostaneme jejich
konvexni obal.

() Tuto vétu lze chapat i geometricky: Mnozina viech bistochastickych matic tvoii
konvexni mnohostén v prostoru R™*" a jeho vrcholy jsou tvofeny permuta¢nimi
maticemi.

3 2017-01-12



7 toho jednoduchou tpravou dostaneme:
B=(1-¢) (1P +...+apPx) + P,

a to je hledana konvexni kombinace. (Ovéfte si, ze (1—¢)an +...+(1—¢)ay+e =1.)

Zbyva tedy dokazat, ze pozadované rozestavéni vézi 1ze vzdy najit. Sestrojime si
k tomu pomocny bipartitni graf. Vrcholy jeho levé partity budou odpovidat fadktm
matice, vrcholy pravé partity sloupctim a mezi vrcholem ¢ nalevo a j napravo povede
hrana prave tehdy, kdyz B; ; neni nulové. Cislu B;, ; budeme fikat véha této hrany
a vSimneme si, Ze soucet vah hran incidentnich s libovolnym vrcholem je roven 1.

Hledané rozmisténi n vézi odpovidéa perfektnimu parovani v tomto grafu. Jeho
existence primocaie plyne z Hallovy véty. Vskutku — stac¢i ovérit Hallovu podmin-
ku: Méjme podmnozinu L levé partity a mnozinu R jejich sousedti na pravé strané.
Z mnoziny L vychazeji hrany o celkové vaze |L|, které tvoii podmnozinu hran o va-
ze | R| pFichazejicich do mnoziny R. Proto |R| > |L|.(4 Q

Forduv-Fulkersonuv algoritmus s nejkratsimi cestami

O Fordové-Fulkersonové algoritmu na hledani maximalniho toku je zndmo, Ze se
pro realné kapacity hran nemusi zastavit. Zde dokazeme, ze budeme-li si v algoritmu
pokazdé vybirat nejkratsi nenasycenou cestu, algoritmus se vzdy zastavi, dokonce
v polynomialnim case. Takovému algoritmu se také nékdy rika Edmondsav-Karpuv.
Znadeni: Sif, ve které hleddme maximalni tok, oznacime (V,FE,z,s,c), kde V je
mnozina vrcholti, £ mnozina hran, z zdroj, s spotfebi¢ a ¢ funkce udavajici kapacity
hran. Pocet vrcholtl sité oznac¢ime n, pocet hran m. Pokud k néjaké hrané uv € F
chybi v siti opacna hrana vu, doplnime ji do E a prifadime ji nulovou kapacitu.
Definice: Rezervou hrany uv € E vzhledem k toku f nazveme ¢islo r(uv) = ¢(uv) —
f(uv) + f(vu). [Rezerva Fik, kolik jednotek toku jsme schopni poslat z u do v, at
uz zvysenim pritoku na hrané wv, nebo snizenim na hrané vu.]

Definice: Sit rezerv vznikne ze sité (V, E, z,s,¢) tim, Ze kapacity hran nahradime
jejich rezervami a smazeme hrany s nulovou rezervou.

Algoritmus: (Edmondsiv-Karpiv)
1. f + nulovy tok.
2. Dokud v siti rezerv existuje cesta ze z do s:
P <+ nejkratsi takova cesta.
€ < mingcp r(e).
Po cesté P zvySime pritok o €.

DAl

Uvazujme nyni o siti rezerv v néjakém kroku algoritmu. Kazdému vrcholu u € V' pfi-
fadime jeho droveti £(u), coz bude vzdélenost od zdroje v siti rezerv (méfend poctem

() To je podobny argument, jako kdyz se dokazuje, Ze regularni bipartitni graf
ma vzdy perfektni parovani. Jen namisto poc¢itani hran vedoucich mezi mnozinami
s¢itame jejich vahy.
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hran). Vsimneme si, Ze trovei je bud celé éislo od 0 do n — 1, nebo +o0, pokud ze z
do u nevede zadna cesta. Podle trovni vrcholy rozdélime do vrstev Lo, ..., L1, Loo-

Hrany mohou vést do bezprostfedné nasledujici vrstvy (tém budeme fikat do-
predné), uvnitt jedné vrstvy (pricné), pfipadné o libovolny pocet vrstev zpét (zpét-
né). Zadna hrana nevede o vice nez jednu vrstvu dopfedu (tim bychom zkratili
nejkratsi cestu).

Kazda nejkratsi cesta ze z do s zacne ve vrstvé Lo, prvni hranou prejde do
vrstvy Li, druhou hranou do Lo, atd. Cesta P tedy vyuziva pouze dopfedné hrany.
Pokud zlepsime tok po P, mohou nékteré hrany cesty zmizet ze sité rezerv (pii
poklesu rezervy na nulu). K nim opaénym hrandm se naopak rezerva zvétsuje, takze
se mohou v siti rezerv nové objevit jako zpétné.

Tvrzeni: Uroveni £(u) libovolného vrcholu u b&hem algoritmu nikdy neklesa.

Diikaz: Odstranénim hrany nemtze zadné vzdalenost klesnout, pfidanim zpétné hra-

ny také ne. v
Nyni si v§imneme, ze pokazdé, kdyz algoritmus vybere néjakou cestu P, nasyti

alespoii jednu hranu sité. Pocet zpracovanych cest tedy mtizeme shora omezit poctem

vSech nasyceni hran. Zkusme tento pocet odhadnout:

Lemma: Libovolna hrana uv € F se nasyti nejvyse (1 + n/2)-krat.

Diikaz: Necht hrana uv byla pravé nasycena. NeZ se to stane piists, musi se jeji

rezerva znovu zvysit. K tomu ale mize dojit jediné tak, ze hranu pouzijeme v pro-

tisméru.

Pfi nasycenti lezi v v néjaké vrstvé L; a v v nasledujici vrstvé L; 1. AZ po nasi
hrané budeme posilat tok v protisméru, bude naopak u lezet ve vyssi vrstveé nez v.
Podle tvrzeni irovné vrcholt nikdy neklesaji, takze aby ,,ocdsek hrany predbéhl jeji
hlavicku®, musi se troven vrcholu u zvysit aspon o 2.

Jelikoz vrstev existuje nejvyse n, mize po prvnim nasyceni hrany nastat nejvyse
n/2 dalsich. Q@
Véta: Edmondstiv-Karpiv algoritmus vybere O(nm) cest.

Diikaz: Sit obsahuje nejvysSe 2m hran (m pivodnich a az m doplnénych v opaéné
orientaci), takze podle predchoziho lemmatu mtze za celou dobu béhu algoritmu
dojit jen k O(nm) nasycenim hrany. Jelikoz na kazdou cestu pfipad4 alespoii jedno
nasyceni hrany, totéZ omezeni plati i pro pocet cest. Q

Drobnéa uprava Fordova-Fulkersonova algoritmu tedy zafidila Ze se na kazdé
siti (se sebedivocejsimi kapacitami) zastavi. Tim paddem v kazdé siti existuje alespori
jeden maximalni tok.

Ziskali jsme ale vice: efektivni algoritmus, ktery nam takovy tok najde. Ca-
sova sloZitost naseho algoritmu pfitom zavisi pouze na velikosti grafu, nikoliv na
hodnotach kapacit. Jelikoz nejkratsi cestu najdeme v ¢ase O(m) prohledanim grafu
do sitky a pak ji v tomtéz ¢ase dovedeme nasytit, cely algoritmus dobéhne v Case
O(nm?), tedy O(n®) pro husté sité. Existuji i efektivngjsi metody, ale ty uz jsou

vvvvvv

http://mj.ucw.cz/vyuka/ga/.
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Mohutnosti mnozZin

Nyni se vyddme na malou exkursi do hadjemstvi nekone¢né kombinatoriky. Nej-
prve se podivame na zoubek tomu, jak porovnavat velikosti nekone¢nych mnozin.

Definice: O dvou mnozinidch A, B fekneme, Ze A je stejné mohutnd jako B (piSeme
A = B), pokud existuje bijekce f : A — B. Déle A je nejvyse stejné mohutnd jako B
(A X B), pokud existuje prosté zobrazeni f : A — B.

Jaké vlastnosti ma ,relace =7¢% Jisté je reflexivni, symetrickd i transitivni,
takze je to ekvivalence. Podobné =< je reflexivni a transitivni, ovSem neni antisy-
metrickd — napiiklad {1} < {2} a soucasné {2} < {1}. Brzy dokdzeme Cantorovu-
Bernsteinovu vétu, ktera ndm fekne, Ze kdykoliv A < B a souCasné B < A, je také
A=B.

Nejprve ale vyzkousSejme, jak se porovnavani mohutnosti mnozin chova. Pro
kone¢né mnoziny dava presné totéz jako obycejné porovnani poc¢tu prvkiu. Pro ne-
kone¢né mnoziny to zacne byt zajimaveéjsi:

e N =N\ {0}: zde poslouzi bijekce z — = + 1.
e N =1{0,2,4,6,...}: bijekce z — 2.
e 7 = N: bijekce © — 2z proxz > 0 a z — —2x — 1 pro z < 0 (nezédpornd

Cisla zobrazime na suda, zdporna na licha).

e N2 = N: uspotadané dvojice (z,y) € N? miizeme oéislovat pfirozenymi
¢isly tieba tak, Ze je nejdifive usporadame podle sou¢tu x + y a kazdou

(jiz kone¢nou) skupinu dvojic se stejnym souctem podle z.

Vsechny tyto mnoziny jsou proto stejné mohutné jako piirozen ¢isla.(®) Takovym
mnozinam budeme fikat spocetné a vSem ostatnim nekoneénym mnozinam nespo-
cetné. Je zndmo (dtikaz najdete v libovolné uéebnici teorie mnoZin), Ze mnoZina
vSech realnych cisel je nespocetna a také Ze k libovolné mnoziné najdeme néjakou,
kterd je mohutnéjsi (t¥eba jeji potenci).

Jak je to s raciondlnimi ¢isly? Ukazeme, Ze jich je také spocetné mnoho: Jisté
plati, ze N < Q (protoze kdykoliv A C B, je také A < B, protoze identické zobrazeni
x +— x je prosté). Nahlédneme i opa¢nou nerovnost: Q < Z? = N? = N. Kazdé
racionalni ¢islo totiz mtzeme zapsat zlomkem v zdkladnim tvaru, coz je specialni
pfipad uspofadané dvojice celych ¢isel. A jelikoz Z = N, je i dvojic celych ¢isel
stejné jako dvojic prirozenych ¢isel. Z Cantorovy-Bernsteinovy véty pak plyne, Ze
N=Q.

Podobné dokazeme, ze vSechny omezené intervaly jsou stejné mohutné jako
mnozina R (pokud tedy vynechame trividlni intervaly, které jsou prazdné nebo jed-
noprvkové). Pfedné si v§imneme, Ze libovolné dva omezené oteviené intervaly jsou

) Ona to nemitize byt opravdova relace — na jaké mnoziné by byla definované, kdyz
mnozina vSech mnozin neexistuje? V teorii mnozin se takové objekty daji popsat
tfidovymi relacemi a nebo prosté logickymi formulemi.

(6) Nekdy navzdory nasi intuici — pro koneéné mnoziny se nam jisté nestane, ze by
mnozina byla stejné mohutnd jako néjaka jeji vlastni podmnozina.
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stejné mohutné — jako bijekce mezi (a,b) a (x,y) vzdy poslouzi vhodnd linedrni funk-
ce. Podobné libovolné dva uzaviené intervaly. Funkce x +— arctg x ndm dosvédcuje,
Ze mnozina R je stejné mohutnd jako interval (—m/2,7/2), a tedy i jako libovolny
omezeny otevieny interval.

Nyni uz sta¢i dokazat stejnou mohutnost néjakého otevieného intervalu s né-
jakym uzavienym (zbytek zafidi transitivita). Ukazme tedy, ze [—1,1] = (—1,1).
Piimou bijekei neni plné snadné sestrojit (véimnéte si, Ze nemuze byt spojitd, je-
likoz pro kazdé spojité zobrazeni plati, Ze vzor oteviené mnoziny je opét oteviena
mnozina). My si radéji opét v§imneme, Ze plati obé nerovnosti: nerovnost < mtizeme
totiz dosvédcit funkei x — x/2, opacnou nerovnost dostaneme z inkluze.

Ted uz dokézeme slibenou vétu. Ponékud netradi¢éné, totiz ivahou o vhodnyjch
nekone¢nych grafech.

Véta: (Cantorova-Bernsteinova) Necht A a B jsou dvé mnoZiny, pro které existuji
prosta zobrazeni f: A — B a g: B — A. Potom existuje bijekce h: A — B.
Diikaz: Bez tjmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze mnoziny A a B jsou disjunkt-
ni. Kdyby nebyly, sta¢i ,pfejmenovat prvky“ vytvofenim mnozin A’ := A x {0} a
B’ := B x {1}, které uz jisté disjunktni jsou, a slozenim zobrazeni f, g, h s ,pfejme-
novavacimi bijekcemi* z — (z,0) a y — (v, 1).

Nuze, méjme A, B disjunktni. Sestrojime graf G, jehoz vrcholy budou prvky
sjednoceni obou mnozin a hrany budou definované zobrazenimi f, g takto:

e Pokud y = f(z), pfiddme mezi vrcholy x a y éervenou hranu.
e Pokud z = ¢(y), spojime x a y modrou hranou.

Kazdy vrchol z € A je ur¢ité incidentni s pravé jednou ¢ervenou hranou (funk-
ce f je definovand na celé mnoziné A) a s nejvyse jednou modrou hranou (funkce g
vede do mnoZiny A a je prostd, ovSem nemusi byt na). Podobné vrcholy z mnoziny B
inciduji s pravé jednou modrou hranou a nejvyse jednou cervenou. VSechny vrcholy
tedy maji stuper bud 1 nebo 2.

Pozor na to, Zze v grafu se mohou v jednom specidlnim pfipadé vyskytovat i
nasobné hrany: dvojice x € A, y € B miuzZe byt spojena soucasné ¢ervenou i modrou
hranou; v takovém pripadé ovSem x ani y neinciduji s zdAdnymi dalS$imi hranami.

Uvazme, jaké komponenty souvislosti mohou mit grafy se stupni 1 a 2:{” V ko-
neénych grafech to jsou pouze cesty a kruznice, v nekonecnych ptibudou jesté jed-
nostranné a oboustranné nekonecné cesty.

Nyni v kazdé z komponent souvislosti nalezneme perfektni parovani:

® Lonecné kruznice — vime, ze pokud s vrcholem sousedi dvé hrany, ma-
ji rizné barvy, takze se na kruznici museji pravidelné stfidat cervené a

{7 Tento krok chapejme spis§ intuitivné — komponenty souvislosti jsme si pro neko-
necné grafy formalné nezavedli. Neni to ale tézké udélat: nadefinujeme si relaci % na
vrcholech tak, ze x %y pravé tehdy, kdyz vede konec¢na cesta mezi = a y, a dokazeme,
ze je to ekvivalence. Jeji ekvivalencni t¥idy pak budou kyzené komponenty.
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modré hrany. Kruznice ma tedy sudou délku a jak cervené, tak modré
hrany tvofi perfektni parovani (mfizeme si vybrat).

® oboustranné nekonecné cesty — funguje stejny argument.

® jednostranné nekonecné cesty — opét se musi pravidelné stiidat Cervend
s modrou, tentokrat si do h vybereme tu barvu, kterou cesta zacina, aby
byly vSechny vrcholy sparované.

® Lonecné cesty — o téch dokadzeme, ze se v nasSem grafu nemohou vyskyt-
nout. Necht BUNO cesta za¢ina vrcholem z A. Pokud z takového vrcholu
vede jen jedna hrana, musi byt c¢ervena. Druhy vrchol je tedy z B a druha
hrana modra. Indukci dokdZzeme, Ze cesta kon¢i budto tim, Ze jsme prisli
po ¢ervené hrané do vrcholu z B nebo po modré do vrcholu z A. V obou
pripadech ovsem z koncového vrcholu musi vést jesté hrana opacné barvy,
coz je spor s tim, ze vrchol je koncovy.

Sjednocenim téchto parovani je perfektni parovani v celém grafu, které urcuje
hledanou bijekci h. @

Kompaktnost v logice

Praktickym prostfedkem pro studovani vztahti mezi koneénym a nekonecnym
svétem se ukazuje byt véta o kompaktnosti vyrokové logiky. Pfedvedeme si jeji (opét
kombinatoricky) dikaz a ukdzeme nékteré jeji dusledky pro nekoneénou kombinato-
riku.

Definice: (neformdlni) Budeme uvaZovat o vyrokovyjch formulich (zkrécené jen for-
mulich). Ty se sklddaji z proménngch (symboly z néjaké spo¢etné mnoziny) spoje-
nych logickymi spojkami (A, V, — apod.) a zévorkami. Kdykoliv proménné ohodno-
time nulami a jednickami (nepravda, pravda), mizeme o formuli rozhodnout, zda je
pravdivda. O formuli Yekneme, Ze je splnitelnd, pokud existuje ohodnoceni promén-
nych, ve kterém je pravdiva. Podobné mnozina formuli je splnitelné, pokud jsou pfi
néjakém ohodnoceni pravdivé vSechny jeji formule soucasné.

Pifiklad: Mnozina formuli {(x A —y) V (- A y),z V y} je splnitelnd, protoze pii
ohodnoceni z = 0, y = 1 nebo z = 1, y = 0 jsou obé formule pravdivé. Pokud
bychom pfidali jesté formuli « A y, mnozina splnitelna nebude.

Véta: (O kompakitnosti virokové logiky, spocetnd verze) Spocetnd mnozina formuli ¥
je splnitelna pravé tehdy, kdyz je splnitelnd kazda jeji kone¢né podmnozina.

Diikaz: Nejprve dokdzeme jednoduché lemma o nekonec¢nych stromech:

Lemma: (Kénigovo) V kazdém zakofenéném stromu, ktery ma nekoneé-
né mnoho vrchold, ale pouze konecné stupné, existuje nekonecna cesta
zacinajici v kofeni.

Diikaz: Pro kazdy vrchol v oznacime T'(v) podstrom obsahujici vSechny
(i nepfimé) potomky vrcholu v. Cestu vg,v1, ... budeme budovat indukei
tak, aby pro kazdé i byl strom T'(v;) nekone¢ny. Pocétecni vrchol vy umis-
time do kofene, T'(vg) je cely strom a ten nekoneény jisté je. Necht nyni
méame sestrojeny vrcholy v, ...,v;. Pokud ze stromu T'(v;) odstranime
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vrchol v;, rozpadne se ndm na komponenty T'(wy), ..., T(wy), kde wy az
wy, jsou synové vrcholu v;. Jelikoz sjednocenim kone¢né mnoha koneénych
mnozin je vzdy koneéna mnozina a T'(v;) je nekoneény, musi byt aspoi je-
den z podstromii T'(w;) nekoneény. Cestu nechdme pokracovat do tohoto
podstromu, tedy polozime v;+1 = w;. V)

Mnozina formuli ¥ je spocetné, takze muZzeme formule ocislovat pfirozenymi ¢isly
(témto ¢islim budeme Fikat indezy formuli). Stejné muZzeme pfidélit indexy vSem
proménnym. Podle indexti nyni vSechny formule zaradime do mnozin ¥y, ¥y, Us, . ..
tak, ze v U; lezi ty formule, jejichZ index je mensi nez ¢ a které soucasné obsahuji
jen proménné s indexy mensimi ne% i. PovSimneme si, Ze § = ¥y C ¥, C ¥, C ...
a ze kazda formule do nékteré mnoziny ¥; padne.

Nyni sestrojime spocetny Gplny binarni strom 7" — na nulté hladiné lezi kofen,
na prvni dva jeho synové, na druhé ¢tyfi jejich synové, obecné na i-té hladiné se
nachazi 2¢ vrchold.

Kazdé hladiné nyni pritadime formule: i-té hladiné mnozinu ;. Kazdy z vrcho-
14 na této hladiné hladiné je jednoznacné urcen cestou z kofene, tedy posloupnosti
krokd ,doleva“ a ,doprava“ délky i. Tuto cestu si vylozime jako ohodnoceni pro-
ménnych s indexy 0,...,7 — 1 (to jest téch, které se mohou vyskytnout ve formulich
z mnoziny ¥;). Pak se podivame, zda jsou vSechny formule z ¥; v tomto ohodno-
ceni pravdivé, a pokud nikoliv, vrchol smazeme. (VSimnéte si, Ze z tohoto pravidla
ihned plyne, Ze pokud je néjaky vrchol smazan, vSechny jeho potomky smazeme ta-
ké. Pokud totiz néjakd mnozina formuli pfi daném ohodnoceni neni cela pravdiva,
nebude celd pravdiva ani zadna jeji nadmnozina pfi ohodnoceni, které je rozsifenim
predchoziho o dalsi proménné.)

Nahlédneme, Ze nam musel zbyt nekoneény strom: Kdyby byl koneény, musi
existovat hladina, ze které nezbyly zadné vrcholy. Jinymi slovy mnozina ¥; (coz je
néjaka koneéna mnozina formuli) neni pravdiva pfi Zddném ohodnoceni proménnych,
a tedy neni splnitelna. To je spor s predpoklady véty.

Na tento nekonecny strom ted pouzijeme Konigovo lemma. Podle néj ve stromu
existuje nekonecna cesta vedouci z kofene. Té mizeme priradit ohodnoceni vsech
proménnych. V tomto ohodnoceni je urcité pravdiva kazdad formule ¢ € W. Stadi
si uvédomit, ze ¢ € VU, pro néjaké i. A jelikoz i-tou hladinou stromu nalezena
cesta prochazi, musi byt ¢ pri ohodnoceni prvnich ¢ proménnych podle této cesty
splnéna. v

Kompaktnost v kombinatorice

Pomoci kompaktnosti logiky mtzeme snadno dokazat tfeba nasledujici vétu
o barveni nekoneénjch grafi:(®

{8) My ji vyslovime pro spocetné grafy, protoze jsme vétu o kompaktnosti dokazali
pouze pro spocetné mnoziny formuli, ale vSe plati i v nespocetném svété. Tam se
ovSem neni radno pohybovat bez fadné vybudovanych zakladi mnozinové teorie.
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Véta: Spocetny graf G je mozno obarvit k& € N barvami, pravé kdyz je mozné
k barvami obarvit kazdy jeho koneény podgraf.

Diikaz: Implikace zleva doprava je trivialni: jakmile jde néjaky graf obarvit k£ barva-
mi (budeme fikat, Ze je k-obarvitelny), totéz obarveni funguje i pro vSechny jeho
podgrafy. Opac¢nou implikaci dokdZeme obménou (pokud G nelze k-obarvit, pak ma
néjaky kone¢ny podgraf, ktery také neni k-obarvitelny).

Obarvitelnost libovolného grafu H = (V, E) miZeme pfelozit na splnitelnost
vhodného systému formuli F(H). Pro kazdy vrchol v € V a kazdou barvu b €
{1,...,k} zavedeme proménnou c,;, kterd bude udévat, Ze vrchol v byl obarven
barvou b. Ne kazdé ohodnoceni proménnych samoziejmé popisuje korektni obarveni.
Proto do F(H) pfiddme nésledujici formule zajistujici konsistenci:

Cp1VepaV...Veyy prov eV (kazdy vrchol mé alespoii 1 barvu)
Coi = TCy; prov €V al<i<j<k (kazdy vrchol ma nejvyse 1)

Cyi = TCy; Pro {v,w} € E (sousedni vrcholy nemaji stejnou barvu)

Snadno vidime, Ze tyto formule jsou vsechny najednou splnitelné praveé tehdy, pokud
existuje k-obarveni grafu H.

Pokud tedy zadany graf G neni k-obarvitelny, mnozina F(G) nemiize byt splni-
telné, takze podle véty o kompaktnosti musi existovat jeji koneéna podmnozina K,
kterd také neni splnitelnd. Kazda z formuli, které jsme do F(G) umistili, se ovSem
tykéd néjakého vrcholu nebo hrany, takze musi existovat koneény podgraf H C G,
ktery obsahuje vSechny vrcholy a hrany, o nichz se formule v K zminuji. Proto
K C F(H). Nadmnozina nesplnitelné mnoziny samoziejmé musi byt zase nesplni-
telna, takze tento podgraf H nemuze byt k-obarvitelny. Q@

Podobné miizeme dokazat spocetnou verzi Hallovy véty, ovSem pouze pro ne-
konecéné systémy kone¢nych mnozin — jakmile bychom povolili i nekoneéné mnoziny,
véta nemiize platit. To ukazuje tfeba systém (N, {N, {0}, {1}, {2},...}), ktery evi-
dentné nemd zadny SRR, i kdyz Hallovu podminku splriuje.

Véta: (spocetnd Hallova) Bud (X, S) mnozinovy systém obsahujici spoc¢etné mnoho
koneénych mnozin. Pak (X,S) méa SRR pravé tehdy, kdyz pro libovolny podsystém
T C S s koneéné mnoha mnoZinami plati Hallova podminka.

Duikaz: Budeme dokazovat ekvivalentni tvrzeni, totiz ze (X,S) ma SRR pravé teh-
dy, kdyZ ho mé kazdy kone¢ny podsystém. Opét problém prelozime na splnitelnost
vyrokovych formuli.

Mnozinovému systému (Y, 7)) [kde BUNO Y = | J T pfifadime mnozinu formuli
F(T) takto: Pro kazdou mnozinu M € T a prvek x € M zavedeme proménnou sz,
ktera bude udavat, ze prvek x byl vybran za reprezentanta mnoziny M. Pak pfiddme
formule zajistujici konsistenci:

TM,zq \/TM7$2 \/...\/’I“]W@]c pro M = {1‘1,...,$k} ceT
TMae— TMy ProMeT,z,yeM,z#y
TMae — TNz PrOoMNeT, M#N,zeMNN

10 2017-01-12



Formule téchto tii druht fikaji po fadé, ze kazd4 mnozina mé alespon jednoho repre-
zentanta, ze kazda ma také nejvyse jednoho, a ze zadny prvek neni reprezentantem
dvou mnozin. (Mimochodem, formule druhého druhu bychom ani nepotfebovali —
vybrat z jedné mnoziny vice reprezentantt neni na skodu.)

Znovu je implikace zleva doprava trividlni a tu druhou dokédZeme obménou.
Necht tedy S nema SRR. Pak neni mnozina formuli F(S) splnitelnd, a tudiz (opét
kompaktnost. . .) ma néjakou kone¢nou nesplnitelnou podmnozinu K. TakZe musi
existovat kone¢ny podsystém 7 C S, pro néjz K C F(T). Tedy F(T) je nesplnitelna
a 7 nema SRR. Q@
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